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17 травня 2020 р. 
 

Додаткові нотатки до лабораторної роботи № 20. 
Звичайні диференціальні рівняння. Задача Коші 

 
1) Для розв’язання задачі Коші прекрасним інструментом служить 

MS Excel aбо інший табличний процесор.  
Чисельний розв’язок звичайного диференціального рівняння  

y'(t) = f (t, y), 
з початковою умовою 

y(t0) = y0 
(задача Коші) відшукується в табличній формі (див. стор. 164 практикуму): 

 

t y y'(t) = f (t, y) 

t0  y0 y'0 = f (t0 , y0) 

t1  y1 y'1 = f (t1 , y1) 

… …  … 

tm  ym y'm = f (tm , ym) 

tm+1  ym+1 y'm+1 = f (tm+1 , ym+1) 

… …  … 

Нульовий рядок таблиці – це початкова умова. В однокрокових методах 
Рунге-Кутти для розрахунку кожного наступного рядка використовуються дані 
одного попереднього рядка. 

 

2) Почнемо з найпростішого метода Рунге-Кутти 1-го порядку (інакше 
званого методом Ейлера). Перехід від поточного рядка ( , )t y  до наступного 

NEW NEW( , )t y  здійснюється за розрахунковою схемою (див. формулу (3) на стор. 
165 Практикума): 
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Для прикладу розглянемо задачу Коші з ( , ) 1f t y y t    та початковю 
умовою t0 = 0; y0 = – 0.2. 

Початкові рядки ексельної таблиці матимуть вигляд: 

 
Рис. 1 

 
Десь окремо ми призначаємо значення кроку h по незалежному аргументу 

t (тут ми поклали h=0.1 і помістили його в клітинку E3), а у верхній рядок 
таблиці прописуємо початкову умову (ці клітинки виділені жовтим фоном). 

Далі у відповідні три клітинки прописуємо формули розрахункової схеми. 
Зважаючи на те, що для подальших розрахунків ми будемо їх копіювати, 
«розтягуючи» таблицю вниз, посилання на крок h необхідно зазначати в 
абсолютних координатах, яким передує знак долара ($E$3). 

На цьому процедура власне програмування завершується, і далі треба 
лише розтягнути формули: спочатку G7 на G8, а потім весь рядок  
E8-G8 – вниз, доки t не досягне бажаної кінцевої величини maxt . 

Результат представлено на рис. 2. Ми поклали max 3t  . Тут же для 
порівняння додано два стовпчики. Перший з них ay  містить аналітичний 
розв’язок ( ) exp( )y t t C t  . Константа С визначається підстановкою в 
аналітичний розв’язок початкової умови:  

0 0 0exp( )y t C t  , 

звідки C = –0.2. Другий додатковий стовпчик ay y  містить різницю між 
чисельним і аналітичним розв’язком, яка становить глобальну похибку 
чисельного розв’язку. 
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Рис. 2 
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На рис. 3 показані графіки чисельного (методом Ейлера) та аналітичного 
розв’язків, побудовані на даних зі стовпчиків y та ay . 

 
Рис. 3 

 
 

3) Розглянемо тепер обчислювальну схему (точніше, сімейство схем) 
Рунге-Кутти 2-го порядку. Вона передбачає два обчислення функції ( , )f t y  на 
кроці інтегрування: перше – в лівій точці ( , )t y  та друге – в проміжній 
(intermediary) точці ( , )i it y (див. формулу (5) на стор. 166 Практикума):  
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де h – крок інтегрування по t, а ω  0 – вільний параметр. Найпоширенішими є 
обчислювалmні схеми з ω = 1 (модифікований метод Ейлера), ω = ½ (метод 
Х’юна), та ω = ⅔ (метод Ральстона). 
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Таким чином, в нашу ексельну таблицю треба буде додати три стовпчики 
для розрахунків: 2, ,i it y k  (рис. 4) 

 
Рис. 4 

 
Так само десь окремо ми призначаємо значення кроку h та параметру ω,  

а у верхній рядок таблиці прописуємо початкову умову (ці клітинки виділені 
жовтим фоном). 

Далі, у відповідні шість клітинок прописуємо формули розрахункової 
схеми. Зверніть увагу, що програмувати функцію ( , )f t y  для обчислення k1 та k2 
слід лише один раз: вираз з клітинки k1 (G7) копіюється в k2 (D8), оскільки в 
обох випадках аргументи функції розташовані в аналогічних по відношенню до 
результата клітинках.  

Тепер розтягуємо формули: спочатку G7 на G8, а потім весь рядок  
B8-G8 – вниз, доки t не досягне бажаної величини max 3t  . Результат 
представлено на рис.5. 
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Рис. 5 

 
Глобальна похибку чисельного розв’язку, тобто різницю між чисельним і 

аналітичним розв’язками, розраховується так само.  
Зверніть увагу, наскільки розв’язок першого порядку y = –0.490 при 

maxt t  далі від точного 1.017ay   , ніж розв’язок другого порядку y = –0.999. 
Саме тому метод Ейлера на практиці майже не застосовують. 
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4) Розрахунок за схемою Рунге-Кутти 4-го порядку проводиться 
аналогічно, але він потребує чотири обчислення функції ( , )f t y  на кроці 
інтегрування: перше – в лівій точці ( , )t y , а 2-е, 3-є та 4-е – в певних проміжних 
точках 2 2( , )i it y , 3 3( , )i it y  та 4 4( , )i it y  (див. формулу (6) на стор. 166 
Практикума).  

Таким чином, в нашу ексельну таблицю треба буде додати порівняно з 
методом Ейлера не три, а дев’ять стовпчиків для розрахунків. Ви можете 
скласти таку таблицю самостійно. 

 

5) Тепер ви можете дослідити, як впливає величина кроку інтегрування h 
на точність розв’язку задачі. Зокрема, впевніться, що при зміні h в K разів 
глобальна похибка при тому ж значенні t змінюється приблизно в pK  разів, де 
p – порядок метода. Якщо це дійсно так, то така перевірка свідчить про 
коректність ваших розрахунків. 

 


